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1 Suites

Une suite numérique est une suite de nombres réels, indexée par les entiers
naturels: (u,)neN-

Exemples.
Lou,=n+2: (u,) ={2,3,4,...}.
2. up =n%: (u,) ={0,1,4,9,16,...}.

Remarque. Parfois une suite n’est définie qu’a partir d’'un certain rang no,
par exemple la suite u,, = m est définie pour n > 3.

Suite Majorée, Minorée, Bornée.

Une suite (u,,) est
e majorée s’il existe M, tel que u,, < M; pour tout n
e minorée s’il existe M tel que u,, > M, pour tout n

e bornée si elle est majorée et minorée.

Exemples. u, =1 —n, v, = 2+ n? w, = 3+ (=1)". La suite (u,) est
majorée (par 1), (v,) est minorée (par 2), et (w,) est bornée: 2 < w, < 4
pour tout n.

Suite Croissante, Décroissante, Monotone.

Une suite (uy,) est
e croissante si u,,1 > u, pour tout n. Notation: (u,)
e décroissante si u, 1 < u, pour tout n. Notation: (u,) \,

e monotone si elle est croissante ou décroissante.



Exemples. u, =n®+n+2, v, =2"" Ona (u,) 7 et (v,) \
Limite d’une suite; suite convergente, divergente

Une suite (u,) est convergente s'il existe un nombre réel ¢ tel que wu, tend
vers ¢ quand n tend vers oo. Notation

lim u,, = /.
n—oo

On appelle ¢ la limite de la suite (unique, si elle existe). Une suite (u,) est
divergente si elle n’est pas convergente.

Il y a deux types de suites divergentes:

1. u, — oo ouu, - —o0 quand n — oo: la limite de u,, existe, mais n’est
pas un nombre réel. (Exemples: u, = n?, u, = —e".)

2. La limite de (u,,) n’existe pas (Exemple: La suite alternée u,, = (—1)".)

Exemples de suites.

1. Suite arithmétique: u, 1 = u, + . Alors u, = ug + rn.

oo r>0
lim u,, = ug 71 =0
n—oo

—o0 1r<0.

2. Suite géométrique: Upi1 = q.U,. Alors u, = q¢".uy.

0 —1l<g<1
. . Ug q:1
A, = +00 g>1

pas de limite ¢ < —1

3. Suite puissance: u, = n®.

oo a>0
lim u, = 1 a=0
e 0 a<0.



Résultats sur la convergence.
Théoreme. Une suite monotone et bornée est convergente.

Théoréme. Si lim u, = et lim wu, = ¢ (¢ et ¢’ des nombres réels), alors
n—oo n—oo

1. lim u, +v, =0+

n—o0

2. lim w,.v, =00
n—oo

3. lim % = Lsi ¢ #0.

n—oo Yn

Forme indéterminée.

Attention ! A priori on ne peut rien dire sur des limites qui sont des formes
indéterminées, c.a.d. des expressions de la forme %, i%, 0 X 0o, 00 — 0.

. 3 2
Exemple. La suite u, = %’—Z:l donne une F.I. 2. Pour calculer la

limite, on divise par la plus grande puissance de n (ici n?):

Théoreme des gendarmes. Si u, < v, < w, pour tout n, et si

lim u, = lim w, =/,
n—oo n—oo

alors lim v, = /.
n—oo

Soit (v,) une suite dont les termes sont non nuls & partir d'un certain rang.
Une suite (u,,) est négligeable par rapport a (v,) si

Exemple: Une suite polynomiale n® est négligeable par rapport a une suite
exponentielle " si b > 1.

Suites adjacentes.
Deux suites (u,) et (v,) sont adjacentes si

L (un) et (vn) \y



2. u, < v, pour tout n

3. lim (v, —u,) =0.
n—oo

Théoréme. Si (u,) et (v,) sont adjacentes, alors (u,) et (v,) sont conver-
gentes et convergent vers la méme limite.
2 Initation aux séries

Soit (4, )nen une suite. On pose
n

sn:Zuk:uo—I—...qLun
k=0

et on l'appelle la n-éme somme partielle de la suite (u,). La suite (s,)
s'appelle la série de terme général u,,. On note

o0

E u, = lim s,
n—oo

n=0

et on I'appelle la somme de la série. On dit que la série est convergente si
cette somme existe et est un nombre fini, divergente sinon.

Attention. Ne pas confondre la suite (u,) et la série de terme général de
terme wu,, !

La suite (u,) converge <= lim u, existe et est fini
n—oo

o0
La série E u, converge <= lim s, existe et est fini.
0 n—oo
n=

Remarques.

1. On considere parfois des séries de la forme Y > u,, c.a.d. on a
supprimé les premiers termes uqg,...,uy_1 de la série. Ceci n’a pas
d’influence sur la convergence de la série.

2. On utilise souvent la méme notation ), _,u, pour la série et pour la
somme de la série.



Exemple. Calcul de la somme ), u, de la série de terme général u,, =

m,nzl.Onaun:%—#l,donc
1 1 1 1 1 1 1 1
n = =(1-Z == —— —— =1-
° ;“’f (1=35)+G53) R e nt 1
Donc ~
Zun—hmsn—l
1 n—o0

Condition nécessaire pour la convergence d’une série: si la série de terme

général u, converge, alors limwu, = 0. La réciproque est fausse ! (voir
n—oo

I'exemple u,, = 1/n plus tard).

Si lim u, # 0, on dit que la série >~ 7 ju, est grossiérement divergente.
n—o0
Exemples.

1. Série géométrique. u,, = a™, a un nombre réel.

e si |a| <1, alors la série converge et > ja" = .

e sia> 1, lasérie diverge: >~ a" = 4o0.

e si a < —1, la série diverge. Dans ce cas, lim s, n’existe méme
n—oo

pas.
2. Série de Riemann. u, = n®, a un nombre réel.

e sia < —1, la série est convergente

e sia > —1, la série est divergente.

Exemples.
e > 00, 5 est convergente

o> > % est divergente (bien que nh_{go u, =01)

Opérations sur les séries. Si >~ ju, et Y v, sont des séries conver-

gentes, alors

e Lasérie Y _, A\.u, est convergente pour tout Aet D 2 jAu, = A D7 uy,.



e Lasérie Y (u, +v,) est convergente et Y ((un+vy) =D oo Un +
D o Vn-
Comparaison de séries.
e Si0<u, <wv,et) > v, converge, alors » >~ u, converge.
e Siwu, <wv,etd < u,=-+o0,alors Y <~ v, =—+00.

. o0 . oo
Convergence absolue. On dit que ) > u, converge absolument si )~ |u,|
. o0 (o)
converge. Si )" u, congverge absolument, alors ) >  u, converge et

[eS) oS
|2 unl €D Junl.
n=0 n=0

3 Limites et Continuité

Une fonction f est continue en a si

lim f(z) = lim f(z)= f(a).

T—a~ z—at
On dit que f est continue sur R si f est continue en a pour tout a € R.

Théoréme.

1. Si f et g sont continues en a, alors f + g et f.g sont continues en a, et

§ est continue en a si g(a) # 0.

2. Si g est continue en a et f est continue en g(a), alors f o g est continue
en a.

Exemple. La fonction
e”(x* — 5z + 3)
208 + 22 4 2

est continue sur R.

Pour calculer des limites de fonctions, on utilise souvent le
Théoréme des gendarmes. Si f(z) < g(x) < h(x) et

lim f(z) = lim h(z) = ¢,
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alors

lim g(z) = ¢.

Tr—a
Exemple (fonction non continue) Soit F(x) la partie entiere de z (c.a.d. le
plus grand entier n tel que n < z). La fonction E(z) n’est pas continue en 0

car
lim F(x)=-1, lim E(z)=0.

z—0~ z—0t
De méme E(x) n’est pas continue en a pour tout a € Z. La fonction E(x)
est continue sur R\ Z.

Prolongement par continuité. On note D; le domaine de définition de
f. Pour a ¢ Dy on dit que f est prolongeable par continuité en a si

lim f(x)= lim f(z)="/

T—a~ z—at
avec £ € R. Dans ce cas, f devient continue en a si on pose f(a) = /.

Exemple. Soit f(x) = Smwﬁ pour z # 0. La fonction f est continue sur
R\ {0}. Comme

lim f(x) = lim f(z) =1 (limite standard)

z—0~ z—07F

on peut prolonger f par continuité en 0 en posant f(0) = 1.

4 Fonctions continues sur un intervalle

Théoréme des valeurs intermédiaires (TVI). Soit f une fonction con-
tinue sur un intervalle I, et soient a et b deux éléments de I. Pour tout
nombre réel A compris entre f(a) et f(b) il existe un nombre réel ¢ compris
entre a et b tel que f(c) = A.

Remarques.
1. Il peut y avoir plusieurs valeurs de ¢ qui conviennent dans le TVI. Le

nombre ¢ est unique si f est strictement monotone sur 1.

2. Le TVI est fauzr pour des fonctions non continues. Si on prend par

exemple
B r si0<xz<1/2
f<x)_{x+1 sil/2<z<1

il n’existe pas de c entre 0 et 1 tel que f(c) = 1.
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Conséquences du TVI.

1. Si f(a).f(b) < 0 (c.a.d. f(a) et f(b) sont de signe opposé), alors il
existe ¢ entre a et b avec f(c) = 0.

2. Si I est un intervalle et f est continue, 'image f(I) = {f(a) | a € I}
est un intervalle.

Une fonction f est croissante (resp. strictement croissante) sur [ si f(z) <
f(y) (resp. f(xz) < f(y)) pour tous les couples (z,y) avec z € I, y € I
et x < y. De méme f est décroissante (resp. strictement décroissante) si
f(x) > f(y) (resp. f(x) > f(y)) pour tous les couples (x,y) avec = € I,
y € et x <y. On dit que f est monotone si f est croissante ou décroissante
sur I, strictement monotone si f est strictement croissante ou strictement
décroissante sur I.

Théoréme. Si f est monotone et continue sur [a, b], alors 'image f([a, b])

est un intervalle d’ extrémités f(a) et f(b) (plus précisément: [f(a), f(b)] si
F 1T 0), fa)] sifN\).

Fonction réciproque. Soit f une fonction sur un intervalle I. On pose
J = f(I). Si f est strictement monotone et continue sur I, il existe une
fonction réciproque f~=':J — I, ¢;a.d. une fonction f~': J — I telle que

@) =2 et f(f7 )=y

pour tout * € I et y € J. La fonction réciproque f~! est continue et
strictement monotone sur J dans le méme sens que f.

Exemples.

1. f(z)=¢":R —]0,00[. On a f~!(y) = In(y) :]0, 00— R.

2. f(z) = tan(z) sur I =] — w/2,7/2[. Alors f(I) = Ret f~l(y) =
arctan(y) : R =] — 7/2,7/2].
3. f(x) = H% sur [ =] — 1,00[. Comme f'(x) = (1;—;)2 < 0 pour tout

x € I, f est strictement décroissante sur I. On a

lim f(z) =00, lim f(x)=0

z—(—1)* T—00



donc J = f(I) =]0,00[. Pour trouver la réciproque de f, on procede
comme suivant. On écrit y = f(z) = 14+z’ puis on réécrit cette expres-
sion pour que x soit une fonction de y:
L 1 1
U — y(l+z)=
= l4+az=1/y

1 1-—
= z=--1=-—Y
Y Y

On a donc f~l(y) = 1%’ La fonction f~! est continue et strictement
décroissante sur J.

5 Fonctions dérivables

On dit que f est dérivable a gauche en a si la limite
@)~ f)
T—a~ Tr —a

existe. Dans ce cas on note f;(a) la valeur de cette limite, et on 'appelle la
dérivée a gauche de f en a. De méme on définit la dérivée a droite f/(a). On
dit que f est dérivable en a si f est dérivable a gauche et a droite en a et si
fi(a) = fl(a).Dans ce cas on note f'(a) = fy(a) = fl(a) la dérivée de f en a.

On a les théoremes habituels: si f et g sont dérivables en a, alors f + g et
f.g sont dérivables en a et g est dérivable en a si g(a) # 0. La composée
f o g est dérivable en a si g est dérivable en a et f est dérivable en g(a).

Exemples.
1. f(z) = |z| n’est pas dérivable en 0 car f;(0) = —1 et f/(0) = 1.
2. f(x) = y/z n’est pas dérivable a droite en 0 car

. x
lim £
z—0t I

n’existe pas.



Théoréme de Rolle. Si f est continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b] et si
f(a) = f(b), alors il existe ¢ €]a, b[ tel que f'(c) = 0.
Remarque. Le théoreme de Rolle est faux si f n’est pas dérivable. Par
exemple I’énoncé est faux pour f(x) = |z| sur [—1,1].

Théoréme des accroissements finis (TAF). Si f est continue sur [a, b]
et dérivable sur |a, b[, il existe ¢ €]a, b[ tel que

f(b) = f(a)

),

Inégalité des accroissements finis. Si f est continue sur [a, b] et dérivable
sur |a, b, et s'il existe une constante C' > 0 telle que f|'(x)| < C pour tout
x €la, b[ alors

[f(x) = f(y)l < Cle -y
pour tout z, y €la, b[.

Exemple. On considere f(z) = tan(z) sur I =] — 7/4,7/4]. On a f'(z) =
Wl(z) = tan®(z)+1. La fonction tan(z) est croissante sur I et —1 < tan(z) <
1 pour z € I. Donc |f'(x)| < 2 pour z € I et on obtient I'inégalité

|tan(z) — tan(y)| < 2|z — y|

pour z,y € 1.
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